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Exercice 3

Soient (E;, d,-) 4=1,2,... une famille infinie dénombrable d’espaces métnques
On pose E = H E; (produit cartésien Ey x Ep X ...).

i=1
définie par :

Vu = (u1,us,...) € B, Yo =(v,vy,...) € B, d(u,v)= Zzz

est une distance sur E.

Exercice 4
Soient (E, d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Soit f : A — R une applic

hpschltmenne sur A :
INERY, |[Vac A4, VoeA: |f(a) - ()] < A\d(a, b)
Pour tout a € A et pour tout u € E, on pose

fulw) = £(a) + Mdla,u), puis  g(u) = inf{fa(u) | a € A}.
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ace des suites réelles bornées, et Y = ¢ I'espace de
deux munis de la métrique (a vérifier) d(z,y) = sup, |z(n) — y(n
mé dans X. Montrer que I’ensemble des suites nulles  partir d’un certain rang
- dans Y mais pas dans X.

~ Exercice 10
On désigne par d(a,b) la distance euclidienne usuelle de a,b € R? et on pose

B
i o
1

B b) = d(a,b) si a,b sont alignés avec l'origine O
7L d(0,a) +d(0,b) sinon

1) Montrer que & est une distance sur R? (“distance SNCF") plus fine que la distance usuelle.
Dans la suite, on suppose R? muni de la topologie associée & 6. i
2) Soit H le demi-plan {(z,y) € R? : y > 0}; montrer que H est un ouvert ; déterminer H.

3) Quelle est la topologie induite sur une droite vectorielle ; sur le cercle unité I'? &
4) Lesquelles des transformations suivantes sont continues : homothéties de centre O ; rotations
de centre O ; translations ?

Exercice 11 "
On rappelle qu’un espace topologique (X, 7) est dit normal si deux fermés disjoints de X peuvent X
étre séparés par deux ouverts disjoints de X. Soit (X,.7) un espace normal.
1) Si O; et O, sont deux ouverts de X avec O; U Oy = X, montrer qu'il existent des fermés Fy

et Fy tels que Fy C Oy, F, C Og et FiUF, =nX. i

2) Si Fi, ..., F, sont des fermés de X tels que ﬂ I = (), montrer qu’il existent des ouverts

i=1
n
O1,...,0np telsque F; CO;,1=1,...,net ﬂO¢=(D.

i=1
3) Plus généralement, étant données des fermés Fy ..., F,, montrer qu'il existent des o
O1,...,0, tels que F; C O; et *

VIc{1,...,n}, ﬂFi=@=>ﬂO,-=m. £
il i€l F
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) Soit s € [0;1] ﬁxé Démontrer que la fonction v, : E
pomt Py de E.

- 2) Démontrer que la fonction : E 5 R, P P(2) n’est oonﬁnuetenésﬂi_;

¥ Exercice 3 .
SOIt f la fonction (inventée par Riemann) de R dans R définie aing : (=0 paﬁr»u_ .

ft)= E S P— €EQavecp€Z ge Nretpet g premier entre eux. Démontter
dxscontmue en tout point rationnel et continue en tout point irrationnel.

» Exercice 4

Soit f : R — R unc fonction vérifiant pour tout a € R, [f < o] := {t € R [ f(t) < a} est
dans R. f est-elle continue sur R ? :

+% Exercice 5 ‘_”""' L
Soient (E, d) un espace métrique, A # 0 et B # 0 deux partics fermées de E telles que ANB = ﬂ’

Pour tout u € E, on pose f(u) = (., §§1:-J;zu By’

1) Démontrer que f est continue sur E, que f(u) =0 <= u € 4, que f(u) =1 <= w € B.
'2) Montrer que 0 < f(u) < 1 pour tout u € E\ (AU B). al i o
3) Démontrer qu'il existe deux ouverts U et V de Etelsque ACU, BCcVetUNV =0. { E
4) Comment modifier f pour obtenir une fonction g continue, valant —1 sur A, +1sur Bet X

—1 < g(u) <1 pour tout u € E\ (AUB)? L THEE

-+ Exercice 6 :
- Soit E = 22([0;1],R), I'espace vectoriel des fonctions polynomiales & coefficients réels r&tremtes %ﬁ_‘- .
4 [0;1]. On muni E de la norme ||P|| = Jmax [P(t)|. Démontrer que la suite (Pp)n>0 définic par ‘ﬁl :

Pa(t):=(1+ ,ﬁ) est une suite de Cauchy da.ns E non convergente dans E.

sExercice 7 “
- Soient (E, ||.||) et (F, ||| r) deux e.v.n réels. On suppose que (F, || ||p) est un espace de Bainaﬂt‘
‘Soit @ : E — F une application vérifiant :
(i) IMeRL,YuecE, WEE: |®u+t+v)—d(u)—W)|r<M
(i) 3R], Vue B, Jullp < 1= [8(u)llr <.
1% B 1

| 5'1??(2%) L

Coate B
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. Exercice 9 :

'On considére Pespace de Hilbert £& := {(un)n>1 CR | Y ul < +oo}. Soit K le sou
n>1 ‘

de €% constitué par les suites u = (U1,U2,- - Uny---) Un € R vérifiant |un| < %, ¥n €

Démontez que K est une partie convexe et compacte de £. K est appelé le cube de Hilbert car

il est homéomorphe & [—1; 1]

. Exercice 10 ’
Soit (E, ||.]|) un e.v.n sur K = R ou C. Soient A et B deux parties non vides de E.

1) Démontrez que si A est compact et B fermée alors A+ B = {a+b/| a € A, be B} est fermée

- non compacte en général (donner un exemple).
2) Démontrez que si A ot B sont compactes alors A + B est compacte. ‘
3) Trouver des exemples dans R ou R? prouvant que si A et B sont seulement fermées alors A

A + B n'est pas fermée en général.

_ Exercice 11
On dit qu’un espace métrique (E, d) est un c-espace si toutes ses boules fermées sont compactes.
1) A quelle condition un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est-il un c-espace ?
2) Montrer que R" munie de la distance i%&? oil d est la distance euclidienne n’est pas

un c-espace. Conclusion ?
(E, d) est un c-espace si et seulement si toute partie fermée

3) Démontrer qu’un espace métrique
et bornée de E est un compacte L
4) Démontrer que (E, d) est un c-espace si et seulement si de toute suite bornée de E,

extraire une sous-suite convergente dans E.

on peut i

Exercice 12
Soit (X, d) un espace métrique compact et f: X — X une application vérifiant
X,z#Y.

d(f(z), fy)) < d(z,v) pour tout z,y €
~ Le but ici est de montrer que f & un unique point fixe p € X. 1) Justifier que f peut avon:mi SR
~ plus un point fixe. sk I
Montrer que l,a&gnsembles Xal=
Yoz | n'est pas vide.
ensemble invariant, i.e.

l

.

f™(X), n € N, forment une suite décroissante d

e Y =nzo%n
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: Exercice 2. (2+3+(1+I)+1)pt3
Soient £ un espace vectoriel norms, z € £ et p ER:. On
5 . n v
ouverte de ceatre & et de rayon 7 et par B/(z, ) Ia;oule fe:f:él;a; A
rayon 7. : ce

(1) Montrer que

En déduire que I’adhérence de B(z,7) est B'(z, i
(2) En s’inspirant de la question précédente,
est B(z, ).
(8) On considére maintenant R muni de la distance discr
(a) Déterminer B(z, 1) puis son adhérence.
(b) Déterminer 5’(z,1) puis son intérieur.
(4) Quelle conclusion peut-on tirer de toutes ces questions ?

montrer que lintérieyr de’;-B’-

dtedet z e R,

: Exercice 3. (1+1+1+(1+8)pts = : J
Soient (£,C) un espace topologique ez z € E. On rappelle que la comp,
conneze de  notée C(z) est la plus grande partie connexe de Z contenan

(1) Monzrer que ¥z € B, C(z) est fermé. _
(2) Montrer que & est connexe si et seulement si Yz € E,Clz)=8
(3) Montrer que si £ a un nombre fini de composantes connexes
tout z € £, C(z) est 4 la fois ouverte et fermée. |
(4) Un espace topologique (E, O) est dit totalement discontin:

Yz € E,C(z) = {z}
(a) L’espace Q est-il totalement discontinu ? Just
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Sl

deux e.v.n réels et ¢ : E —

(a) Vu,v € E : o(u+v) = p(u) + (v).

(b) € Ry, Vue B, |lullp <1 = |lp@)||r < a.
Démontrez que ¢ est une application linéaire continue, :
2) On suppose que (F,||.||r) est un espace de Banach. Soit ® : E — F une application vérifiant :
(i) IM e R, Vue E, WE E: |®(u+v) — B(u) — Pv)|[r <M
(i) 3C € R}, Vu € E, [Jullp < 1= |[(u)|r < C.

2.1) Démontrez que pour tout u € E, pour tout n € N*, ona:

L a@m) - o)

(1) =

<2 (142 P E R
o 2 4 e

2 . : 1 :
En déduire que pour tout u € E, nll'{‘r_l 2—n<I>(2“u) existe dans F. On note A(u) cette limite.
w P
2.2) Démontrez que 'application A : B — F, 4 A(u) vérifie Vu,v € E : A(u+v) = A(u)+ A(w). RILE v
2.3) Démontrez que sup [|®(u) — A(u)|p < M. Déduisez-en que A est une application linéaire
uek
continue.

2.5) Démontrez qu’il n’existe qu’une seule application linéaire continue vérifiant cette inégalité.

Exercice 2 (4 points)

Soient (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Soit f : A — R une application

lipschitzienne sur A :
INER], [Vac A Vbe A: |f(a) — f(b)| < Md(a,b).
Pour tout a € A et pour tout u € E, on pose
fa(u) := f(a) + Ad(a,u), puis  g(u) := inf{fa(u) | a € A}.

- Démontrez que g est une fonction de F dans R dont la restriction a A est égale a f et qui
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1 et que 'ensemble des projetés d

xercice 4 (4 points)
Soit X = (C*([0,1]), N) ave
- point fixe de l'opérateur T' donné par
T
Tf(z) = 1+/ f(t—t*)dt.
0

que T o T est une contraction. Utiliser ceci pour ét

() = £z~ 7).

¢ N(f) = | fllso + [1f'lloc- Montrer qu'il existe une fonct

On pourra commencer par établir ablir I'existence ' ‘

d’une fonction unique f € X qui vérifie f(0) =1et f
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